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Correction Feuille Exercice 22

7 Etudier la nature et calculer la valeur d’une intégrale généralisée.

Exercice 12
Etudier la nature des intégrales suivantes et donner leurs valeurs le cas échéant :

+oo dt

LoV

In(t)
t

Soit & > e, on calcule

1. L’intégrale est une intégrale de Riemann divergente.

2. La fonction ¢t —

est continue sur [e; +oo[ en tant que quotient de fonctions continues (¢ > 0).

1 1
Or lim §ln(:v)2— = +o00.

T—-+00 5

+oo In(t
L’intégrale / t() dt est donc divergente.

e

3. La fonction t — t%e™" est continue sur [0;+oo[ en tant que produit et composée de fonctions

x
continues. Soit = > 0, on calcule / t?e7tdt a 'aide d'une intégration par parties. On utilise les

0
fonctions de classe C', u = 2,0/ = 2t,v' = e t,v = —e7!

/ e tdt = [—t?e |2 / —2tetdt
= —g% " +2/ te”"

x
On calcule alors 'intégrale / te 'dt a I'aide d’une intégration par partie. En effet, en utilisant les
0

fonctions de classe Ct, u =t, ' =t,v' = e t,v = —e7':

/ te tdt = [—te )T — / —e tdt
0 0

— —oe + [~

=g —e*+1
On a alors
/ e tdt = —z?e ™ + 2 (—xe’x —e v 4 1)
0
= —2%¢" —2pe™" — 27" 4+ 2
Or par croissance comparée
lim —z% % =0, lim —2ze™ =0
T—+00 T—+00

Ainsi
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“+o0o “+o0o
I'intégrale / t?e~t dt est convergente et / te tdt =2
0 0

Exercice 13

r—1
Soit f définie sur |0; +o00[ par f(z) =In <e n 1).
el’
1. La fonction f est dérivable sur |0,+oo[ en tant que quotient, somme et composée de fonctions
dérivable sur ]0, +o0|

e(e” +1)—e"(e” — 1)
(e + 1)2
et —1
e* +1
(€2 + % — ¥ + e%)(e® + 1)
(e* 4+ 1)%(e* — 1)
2e*
(e +1)(er — 1)

Va €]0; +oof, f'(z) =

On a donc

2¢7 2e® 2
Vo €)0,+o0l, f(r) = o = ‘ -

et —1  e*(et —e™®) e¥—e7"

2. La fonction ¢ — est continue sur [1, +oo[. Soit X > 1, On calcule

X 1 1 e® —1\1%
dt = |=1
/1 et —et {2n<e’3+1)]1
1 eX —1 1 e—1
(G (e
2 eX 4+1 2 e+1
. 1 eX —1 . 1 1—e X
o (eX+ 1> =gl (w) =0

+oo
Donc l'intégrale impropre /
1

el — et

Or

- -dt est convergente et
et —e~

+oo 1 1 e—1 1 e+1
dt = —>1 — -1
/1 et —et 2n<€+1) 2n<€—1>

X
est continue sur [0, +oo[. Soit X > 0, on calcule / e dt par intégration par
0

Exercice 14
La fonction t — 3¢~
partie. On pose
ulty =12 V() =te
w(z) =2t wv(x)= —%e‘tQ
u et v sont deux fonctions de classe C!' donc

X 2 X X 9
/ e dt = —t—e_t2 — / ——te_tht
0 2 0 0 2

X? 1 X
_ _76—)(2 —0- 5/ —2te” " dt
0
e _X72€_X2 _ 1 |: _t2:|X
2 2 0
2 2 2
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ECE1 Correction Feuille Exercice 22

2020-2021

Or

X—=+o0 T——00

. . x . ;
lim ——e™ = lim 561 =0 (par croissance comparée)

et
. _ Y2
lim e X =0.
X—+o00

+oo
Donc 'intégrale impropre / e dt est convergente et
0

+o00 1
e tdt = =
/0 ‘ 2

7 Etudier la nature et calculer la valeur d’une double intégrale générali-

S€ee.

Exercice 15
1. La fonction ¢t —

(1+t*#£0).
+o00
On étudie/
0

t
14 t2

TP dt. Soit x > 0, on calcule

/Ox ! dtz[;ln(lﬂz)r

1412

0

1
=35 In(1 + 2?)

est continue sur R en tant que quotient de fonctions continues sur R

1 +oo
Or lim —In(1+ 2?) = +o00. Ainsi, l'intégrale / ——dt est divergente et donc

z—+00 2 0 14+ ¢2

+o0 t
Iintégrale / L
oo 1412
2t
2. La fonction ¢ — ———— est continue sur R en tant que quotient et composée de fonctions

(e2t + 1)2
continues sur R. o

—+o0
— On étudie / 6)7dt. Soit « > 0 et on calcule
0 (e2 + 1)2

2t

o (e2+1)27 [ 2 " e241],

—1

—_

_i_f

2e2 +1) ' 4

— th
Or z1—1>r—&poo 2(e?* +1)

2t

ERCS)
= 0. Ainsi I'intégrale / —_—
s o (e?+1

5 dt est convergente et

)

/—i-oo e g — 1
o (e2+1)2 4

0 2t
— On étudie / eidt. Soit x < 0 et on calcule
oo (€2t + 1)2
0 2 —1 1 719
/ _C g= [ X }
x (2 +1)2 2 et + 1],
1, 1
4 2(er 4 1)

Intégrales impropres.
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1 2t

1 0
Or xl—i}Eloo m =5 Ainsi l'intégrale /_ N mdt est convergente et

0 et 1
| ot =1
-0 (€2t + 1)2 4
400 2t

e
— L’intégrale / ————dt est donc convergente et
& —oo (62t+1)2 &
2t 2t 2t

/medt—/o edt+/+medt—1
e @2 T e e T

Exercice 16 (*) tet

1. La fonction t — m est continue sur R en tant que quotient et composée de fonctions continues
e
sur R ((1+4 ¢€%)? # 0). Soit > 0, on calcule a I'aide d'une intégration par parties en choisissant les
el 1

T+e’” T1te

/Itetdt—[ t}x—i—/x ! dt
o (L+e)2 [ 1+etlo Jo 1+e

z ] t __ t
e
1+e® 0 1+ ¢t

fonctions de classe Ct, u = t, v/ = 1,0 =

x z et
E— 1— dt
1+€z+/0 14 et

- 4 [In(1+ €]y

1+e”
=7 fel’ + 2 — (In(1 +€*) —In(2)) =7 fe” +x—In(e"(1+e7%)) + In(2)
=1 —fex +z—z—In(1+e")+In(2)
x
=— —In(1+¢e®)+1In(2
(e ) +n(2)
Or
. x . T
lim — = lim ——
z—+oo ] 4 e% T—+00 @I(]_ + @_$>
= (0 par croissance comparée.
et
lim In(1+e ) =0
T—r+00
+oo el
Donc l'intégrale /0 15 )2 dt converge et vaut In(2)
2. On montre que la fonction f : ¢t — —te'_ est impaire. Elle est en effet définie sur R et pour tout

(1+et)?

Intégrales impropres. M Leboucher
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teR,

f(—t):m

(et)Q(et +1)2
tet

= —m = —f(t)

La fonction est donc impaire. Soit x > 0, on sait que

0 te! z el
/ﬁ (et 4+ 1)2dt N —/o (et + 1)2dt

+oo tet t

Ainsi, puisque l'intégrale / 5 dt est convergente, I'intégrale f_ooo 5 dt est conver-

o (1+¢) (e +1)
gente et
0 te!
——dt = —In(2
/_oo (el + 1)2 n(2)
Ainsi,
400 t t +00 t t
I'intégrale /_OO (1—i—eet)2 dt converge et /_OO (1—i—eet)2 dt = 0.

Exercice 17 (**)
Soit f une fonction continue sur R.

1.

+oo
On suppose que f est paire et que / f(t) dt converge.
0

Soit x > 0. La fonction étant paire, on a

/0 F(t)dt = /0 F(t)dt

—T

+o00 0 0
Comme l'intégrale f(t) dt converge, I'intégrale / f(t) dt converge également et / ft)dt =
0 —oo oo

/OOO f(t)dt. Donc

/%o f(t)dt converge et /joo ft)dt =2 /;OO f(t)dt.

—00

+oo

On suppose que f est impaire et que / f(t) dt converge.
0

Soit x > 0. La fonction étant impaire, on a

[ sde=— [ oy

—x

+o00 0
Comme l'intégrale / f(t) dt converge, I'intégrale /
0

0
f(t) dt converge également et / ft)dt =
- /OO f(t)dt. Donc

0

Intégrales impropres. M Leboucher
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+o0 400
/ f(t)dt converge et [ f(t)dt = 0.

—0o0

¢ Etudier la nature d’une intégrale généralisée par comparaison.

Exercice 18

1. On a
1 I 1+ t?
2 1+ 2(1+¢2)  2(1+12)
1
=—>0
£2(1 + £2)
Ainsi
Vit e R <1
o142 T

+oo 1
2. L’intégrale impropre / t—th est une intégrale de Riemann convergente. Les fonctions ¢ — =
1

1
et t — ) étant positive et continues sur [1, +oo[, par comparaison

+oo
I'intégrale impropre / mdt est convergente.
1

3. La fonction t — 2 est continue sur | — oo, —1]. Soit X > 1, on calcule, a 'aide du changement
de variable u = —t,
-1 1 1 1
——dt = / ———(—du
/—X 142 Xl—l—(—u)2( )
X 1 p
= ——du.
/1 1+ u?
Or [, du est convergente d’apres la question précédente. Donc

1+ u?

-1

l'intégrale impropre / ———dt est convergente.
& Pop —oo 1+ 12 Vers

4. La fonction t — dt existe. En utilisant la

1 1
ez est continue sur [—1, 1]. Donc I'intégrale ﬁl Tie
relation de Chasles,

+00
I'intégrale / dt est convergente.

0o 1+ 12

Exercice 19
Pour tout a > 0, et pour tout entier n, on note

a +0o0
I,(a) :/ thetdt et I, :/ t"e tdt
0 0

L’objectif du probleme est de montrer que les intégrales I,, existent et calculer leur valeur.

Intégrales impropres. M Leboucher
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1.

La fonction ¢ — e * est continue sur [0, +o0o[ Done, pour tout a > 0, on a
Iy(a) = / Ve tdt

0
= [

Iy(a) =1—e"".

On a donc lim Iy(a) = lim Iy(a) = 1.

a—+00 a——+400

‘ Ainsi, I existe et Iy = 1. ‘

. Pour tout n la fonction t — t"e~" est continue sur [0, a]. On procede par intégration par parties

u(t) = ¢"t! V() =€t
W(t)=(n+1t" v(t)=—et

Les fonctions u et v sont de classe Ct,
Ii(a) = / t" e tdt
0
= [—t"Te )2 —/O —(n+ Dt"e " dt
=—a""e "~ 0+ (n+1) / t"e tdt
0

On en déduit

Iiii(a) = (n+1)I,(a) —a" e,

On montre par récurrence les propositions P, : "'intégrale I,, converge."
— Py est vraie car I, converge (question 1)

— On suppose que P, est vraie pour un certain n. Dans ce cas lim [I,,(a) = I, et lim a"™le @ =0
a——+o0 a——+00

par croissance comparée. Donc

lim I,44(a)=(n+1)1,—0

a——+00
L’intégrale I, 1 est donc convergente.

On a de plus, I,,;1 = (n + 1)I,,. On en déduit que

I, =nl, 4
=n(n—1)1,-
=n(n—1)(n—2)1,_3

= nl

On a . On peut justifier proprement ce résultat par récurrence.

Intégrales impropres. M Leboucher
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7 Sujets de concours

Exercice 20 (Edhec 2004)

Le but de cet exercice est de calculer lim

+o0 1
—dt
n—+00 10 1+¢+tm

1
Pour tout n de N, on pose u, :/ —_—
o 1+t4+tn

1. Pour tout n de N, justifier lexistence de u,,.
2. Calculer ug et u.

3. (a) Montrer que la suite (u,) est croissante.

-
(b) Montrer que : Vn € N, u,, <In(2)
(¢) En déduire que la suite (u,) est convergente.
4. (a) Pour tout n de N, écrire In (2) — u,, sous la forme dune intégrale.
1
b) En dédui :VneN, In(2) —u, <
(b) En déduire que : Vn n(2) Un S g
(¢) Donner la limite de la suite (u,,)
+oo 1
5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose v, = / ——dt
1 1+i+tm
(a) Justifier la convergence de I'intégrale définissant v,,.
(b) Montrer que : Vn > 2, 0 < v, < .
n J—
+o0 1
(¢) En déduire lim v, puis donner la valeur de lim / —dt
n— 00 n—+o00 Jg 1+t+1tn

Intégrales impropres.

11
dt et on a, en particulier, uy = / ——dt
P 0 0 2+t

M Leboucher



